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非均匀周期采样多率系统的一种辨识方法

丁　锋1 ,2 ,陈通文2 ,萧德云1

(11清华大学自动化系 ,北京 100084 ;21加拿大艾尔伯塔大学电气与计算机工程系 ,埃德蒙顿 T6G 2V4)

　　摘　要 :　本文利用提升技术 ,推导了非均匀采样多率系统的提升状态空间模型.对于状态可测量的多率系统 ,利

用最小二乘原理 ,给出了模型参数矩阵辨识方法 ;对于状态不可测的未知参数多率系统 ,利用递阶辨识原理 ,在考虑提

升模型的因果约束下 ,将提升系统分解为子系统进行辨识 ,形成了状态空间模型递阶辨识方法.仿真例子表明 ,本文提

出的递阶辨识方法是有效的.
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Abstract :　For non2uniformly periodically sampled multirate systems ,we derive the corresponding lifted state2space models by

using the lifting technique. Furthermore ,for multirate systems whose states are measurable ,an identification method to estimate the lift2
ed system parameter matrices is given by using the least squares principle ;for multirate systems whose states are unmeasurable ,the lift2
ed multirate systems are decomposed into some subsystems according to the hierarchical identification principle ,and the hierarchical

state2space model identification methods are developed ,which take causality constraints into consideration. The simulation results indi2
cate that the proposed algorithms are effective.
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1　引言

　　设图 1中 Sc为连续过程 , HT1代表周期为 T1 的零阶保持

器 , S T2代表周期为 T2 的采样器.当控制输入刷新周期 T1 和

输出采样周期 T2相等时 ,即 T1 = T2 = h时 ,则得到传统采样

数据系统 ,即单率系统 ,如图 1所示 ,其中 u ( t)是控制输入 ,

y( t)是系统输出 , v ( t)是一个零均值不相关随机过程 ,单率

系统是多率系统的一个特例.方祟智和萧德云的《过程辨识》

是讨论单率系统辨识问题的 [1 ] .

　图 1　传统采样数据系统( T1 = T2 = h)

存在两个或两

个以上操作频率的

系统称为多率系

统.例如图 1中 ,当

控制输入刷新周期

T1和输出采样周期 T2 不相同时 ,就得到了一个双率系统

(Dual2Rate System) [2 ] ;对于多变量系统 ,当输入输出通道采样

频率 (采样周期)不相同时 ,就得到一个多率系统 (Multirate

System) .双率系统是一类最简单的多率系统.多率系统广泛存

在于过程工业中[3 ,4 ] .在化工过程控制中 ,化工产品的质量化

验数据 (如汽油辛烷值的测量[5 ])需经过实验室分析得到 ,通

常需要几分钟 ,甚至几十分钟 ,而控制信号的刷新频率却相对

较快 ,可能只有秒数量级.多率系统是一个极其活跃的研究领

域 ,其研究活动涉及多率系统鲁棒控制[6～10 ] ,多率系统的预

测控制[11 ] ,多率系统的推理控制 [5 ,12 ]等等.

然而 ,我们注意到 ,以上文献中大多数控制算法都是假设

多率系统的参数是已知的 ,即假设多率系统对应的连续系统

参数是已知的 ,或多率系统对应的单率模型的参数是已知的 ,

或多率系统的状态已知的.虽然在已出版的文献中 ,涉及到双

率系统频域模型的辨识 ,例如文[13 ,14 ]使用投影算法和最小

二乘法来估计双率系统的参数.但是 ,不幸的是 ,他们的方法

只适用于确定性系统.文 [15 ]利用系统状态和输入输出数据

来估计双率系统的参数.然而 ,实际中要事先知道系统的参数

或状态几乎是不可能.文[16 ,17 ]利用多项式变换技术来研究

双率系统的辨识问题.就我们所知 ,非均匀多率系统状态空间

模型的辨识 ,以及多率随机系统辨识方法的研究几乎还是空

白.本文的目的就是 :利用丁锋等提出的递阶辨识原理 [18～20 ] ,
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基于多率输入输出数据 ,研制状态不可测非均匀采样多率随

机系统的辨识问题.

2　问题构成

　　对于传统的离散时间系统 ,保持器和采样器的操作频率

　图 2　非均匀多率采样数据系统

单一且相同 ,其周

期为 h .但是 ,对于

非均匀周期采样系

统 (如图 2 所示) ,

非均匀零阶保持器

H T和非均匀采样器 S T的操作频率不唯一 ,其刷新和采样间

隔依次为{τ1 ,τ2 , ⋯,τp} ,如图 3和图 4所示 ,即刷新和采样时

间点为 t = kT + ti ( k = 0 ,1 , 2 , ⋯) , i = 1 ,2 , ⋯, p ,其中 ti =τ1

+τ2 + ⋯+τi (不妨设 t0 = 0) , T =τ1 +τ2 + ⋯+τp = tp 称为

框架周期.非均匀保持器 H T在第 k个周期[ kT , ( k + 1) T ]上 ,

控制输入 u在点 t = kT + ti ( i = 1 ,2 , ⋯, p)非均匀刷新 p次 ,

也就是说 ,非均匀零阶保持器 H T的特性可以表示为

u ( t) =

u ( kT) ,

u ( kT + t1) ,

⋯

u ( kT + tp - 1) ,

　

kT Φ t < kT + t1 ,

kT + t1 Φ t < kT + t2 ,

kT + tp - 1 Φ t < ( k + 1) T.

类似地 ,输出在点 t = kT + ti ( i = 1 , 2 , ⋯, p)上非均匀采样 p

次.也就是说 ,刷新和采样以{τ1 ,τ2 , ⋯,τp}重新地周期进行.

这样的刷新和采样方案可以用图 3和图 4表示.

根据这种定义 ,可以得到两种非均匀周期采样系统 : (1)

控制输入非均匀周期刷新、输出周期采样 ,如图 3所示 ,和 (2)

控制输入非均匀周期刷新、输出非均匀周期采样 ,如图 4 所

示.在图 4中 ,我们考虑的是一个周期 T内保持点和采样点

数目相同 ,且间隔相同时的情况.值得指出的是 ,本文的方法

可以推广到保持点和采样点数目不相同时的情况.

由于非均匀周期刷新和采样方案 ,从 u到 y是一个时变

系统.然而 ,利用所谓的提升技术[5 ,11 ,15 ] ,把每 p个输入和 p

个输出放到一块 ,构成一个提升输入向量 u和提升输出向量y

(其定义见后) ,我们就得到周期 T上的一个线性时不变多变

量系统.

本文的目标 :对于前面所描述的非均匀周期刷新和采样

多率系统 ,推导其状态空间模型 ,并基于多率输入输出数据

{ u ( kT + ti) , y ( kT + ti) } , k = 0 ,1 ,2 , ⋯, ( i = 0 ,1 ,2 , ⋯, p - 1) ,

应用递阶辨识原理 ,考虑提升模型的因果约束 ,研制非均匀采

样多率系统状态空间模型的阶辨识方法.

3　提升系统状态空间模型

　　本节推导非均匀周期采样多率系统的状态空间模型 : (1)

控制输入非均匀周期刷新、输出周期采样 (图 3) ,和 (2)控制

输入非均匀周期刷新、输出非均匀周期采样 (图 4) .

整篇论文 ,假设图 2中 Sc是一个线性时不变连续时间过

程 ,且具有下列状态空间模型

Sc :
Ûx ( t) = Acx ( t) + Bcu ( t)

y ( t) = Cx ( t) + Du ( t) + v ( t)
(1)

式中 , x ( t) ∈Rn是状态向量 , u ( t) ∈Rr是控制输入 , y ( t) ∈

Rr是系统输出向量 , v ( t) ∈Rr 是一个零均值随机白噪声向

量 , Ac , Bc , C , D均为适当维数的矩阵.

311　非均匀周期刷新和周期采样方案

令 t0 = 0 , t1 = t0 +τ1 =τ1 , t2 = t1 +τ2 , ⋯, tp = tp - 1 +τp =

T =τ1 +τ2 + ⋯+τp ,假设 u ( t)在区间 [ kT + ti , kT + ti + 1 ] , i

= 0 ,1 ,2 , ⋯, p - 1上保持常数 ,即 u ( t) = u ( kT + ti ) , kT + ti

Φ t < kT + ti + 1 , i = 0 , 1 , 2 , ⋯, p - 1 ,即采用非均匀零阶保持

器.对于图 3 ,可量测的输入输出数据为 u ( kT + ti ) ( i = 0 , 1 ,

2 , ⋯, p - 1)和 y ( kT) .从式 (1) ,我们有

x ( ( k + 1) T) = e A
c
Tx ( kT) +∫

( k +1) T

kT
e A

c
( ( k + 1) T - r) Bcu (τ) dτ

= e A
c
Tx ( kT) + ∑

p

i =1∫
kT+ t

i

kT+ t
i - 1

eA
c

( ( k + 1) T - r)

　·Bcdτu ( kT + ti - 1)

= e A
c
Tx ( kT) + ∑

p

i =1∫
T- t

i - 1

T- t
i

e A
c
tdtBcu ( kT + ti - 1)

= e A
c
Tx ( kT) + ∑

p

i =1∫
t
i

t
i - 1

e A
c

( T - t) dtBcu ( kT + ti - 1)

= e A
c
Tx ( kT) + ∑

p

i =1

eA
c

( T - t
i
)∫

t
i

0
eA

c
tdtBcu ( kT + ti - 1)

= : ATx ( kT) + [ B1 , B2 , ⋯, Bp ] u ( kT)

= : ATx ( kT) + BTu ( kT)

式中

AT = e A
c
T∈Rn×n , At

i
= eA

c
t
i ∈Rn×n

Bτ
i
=∫
τ

i

0
eA

c
tdtBc ∈Rn×r

Bi = eA
c

( T - t
i
)∫
τ

i

0
eA

c
t dtBc = ATA - 1

t
i

Bτ
i
∈Rn×r

BT = [ B1 , B2 , ⋯, Bp ]∈Rn×( pr)

u ( kT) =

u ( kT)

u ( kT + t1)

…

u ( kT + tp - 1)

= : u ( k) ∈Rpr (非均匀提升输

入向量)

提升系统可以表示为

x ( ( k + 1) T)
y ( kT)

=
AT B1 B2 ⋯ Bp

C D 0 ⋯ 0
x ( kT)
u ( kT)

+
0

v ( kT)

或
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x ( ( k + 1) T)
y ( kT)

=
AT BT

CT DT

x ( kT)
u ( kT)

+
0

v ( kT)

式中 , CT = C∈Rm×n , DT = [ D ,0 , ⋯,0 ]∈Rm×( pr) .

312　非均匀周期刷新和非均匀周期采样方案

对于图 4的非均匀周期刷新和采样方案 ,设量测多率数

据为 u ( kT + ti)和 y ( kT + ti) , i = 0 ,1 ,2 , ⋯, p - 1采用非均匀

零阶保持器 ,有

x ( kT + ti) = e At
ix ( kT) +∫

kT+ t
i

kT
e A ( kT + t

i
- r) Bu (τ) dτ

= At
i
x ( kT) + [ B1 , B2 , ⋯, Bi ]

u ( kT)

u ( kT + t1)

…

u ( kT + ti - 1)

输出方程为

y ( kT + ti) = Cx ( kT + ti) + Du ( kT + ti) + v( kT + ti)

= CAt
i
x ( kT) + [ CB1 , CB2 ,⋯, CBi ]

u ( kT)

u ( kT + t1)

…

u ( kT + ti - 1)

　+ Du ( kT + ti) + v( kT + ti)

= : Cix ( kT) + [ D1 , D2 ,⋯, Di , D ]

u ( kT)

u ( kT + t1)

…

u ( kT + ti - 1)

u ( kT + ti)

　+ v( kT + ti)

式中 , Ci = CAt
i
, Di = CBi , i = 1 ,2 , ⋯, p - 1.于是 ,提升系统可

以表达为

x ( k + 1)
y ( k)

=
AT BT

CT DT

x ( k)
u ( k)

+
0

v ( k)
(2)

式中

x ( k) : = x ( kT) , BT = [ B1 , B2 , ⋯, Bp ]∈Rn×( pr)

CT =

C

C1

C2

…
Cp - 1

∈R( pm) ×n , DT =

D 0 ⋯ ⋯ 0
D1 D …

D1 D2 ω …

… ω D 0
D1 D2 ⋯ Dp - 1 D

∈R( pm) ×( pr)

y( k) : = y ( kT) =

y ( kT)

y ( kT + t1)

y ( kT + t2)

…
y( kT + tp - 1)

∈R( pm) (非均匀提升输出向量)

v ( k) : = v( kT) =

v( kT)

v ( kT + t1)

v ( kT + t2)

…

v( kT + tp - 1)

∈R( pm) (非均匀提升噪声向量)

4　辨识算法

　　讨论非均匀采样系统的辨识方法时 ,须假设连续过程 Sc

是完全能观测的.只要周期 T是非病态的 (No2Pathological) ,那

么 ( C , Ac)能观测意味着 ( C , AT)能观测[2 ] .在辨识中 ,我们并

不强调系统的能控性 ,因为辨识方法不直接利用这一条件 ,当

然辨识方法的性能也与系统的能控性有关.因为提升模型 ( 2)

更具有一般性 ,所以我们只讨论非均匀刷新、非均匀采样提升

状态空间模型 (2)的辨识问题.这可分为状态已知和未知两种

情况.

411　状态已知情形

假设提升输入向量 u ( k) ,提升输出向量 y ( k)和系统状态

向量 x ( k)都是可测的 ,那么 (2)就是参数矩阵 ( AT , BT , CT ,

DT)的线性回归模型 ,即

Z( k) =θTφ0 ( k) + E ( k) (3)

Z( k) =
x ( k + 1)

y ( k)
∈Rn + pm ,θT =

AT BT

CT DT

∈R( n + pm) ×( n + pr)

φ0 ( k) =
x ( k)

u ( k)
∈Rn + pr , E ( k) =

0

v ( k)
∈Rn + pm

其中 ,上标 T表示矩阵转置.于是 ,最小二乘法[1 ,22 ]可以用来

估计式 (3)未知参数矩阵θ,算法如下 :

θ̂( k) =θ̂( k - 1) + L ( k) [ ZT ( k) - φT
0 ( k)θ̂( k - 1) ]

L ( k) = P ( k - 1)φ0 ( k) / [1 +φT
0 ( k) P ( k - 1)φ0 ( k) ]

P ( k) = [ I - L ( k)φT
0 ( k) ] P ( k - 1)

式中 , I为适当维数的单位阵 ,θ̂( k)为θ的估计 ,

θ̂T ( k) =
ÂT ( k) B̂ T ( k)

ĈT ( k) D̂ T ( k)

v ( k)的协方差阵Σv可以通过下式估算

Σ̂v =
1
N ∑

N

k =1

[ y ( k) - ĈTx ( k) - D̂ Tu ( k) ]

·[ y ( k) - ĈTx ( k) - D̂ Tu ( k) ]T

式中 , N为数据长度 , [ ÂT , B̂ T , ĈT , D̂ T ]是数据长度为 N时 ,系

统矩阵[ AT , BT , CT , DT ]的估计.

我们注意到 ,矩阵 DT 是下三角阵 ,即所谓的因果约束 ,

上述算法连矩阵 DT对角线以上的零元也进行了辨识 ,实际

上这是不必要的.因此 ,在辨识方法中需要处理这个因果约

束 ,我们将在后面论述 ,因为处理这个因果约束的方法与下面

的状态未知情形是类似的 ,所以这里不再累述.

412　状态未知情形

状态是不可测的 ,即状态是未知的 ,上述算法不能采用 ,

因为向量φ0 ( k)包含了系统状态.因此 ,必须采用递阶辨识方

法来估计系统参数[18～20 ] .递阶辨识的基本原理 :同时基于获

得的状态估计和提升系统的输入输出数据 (非均匀采样) ,递

归估计出模型参数 ,然后基于所获得的参数估计 ,进一步计算

系统的状态.为了更清楚地表述状态空间模型递阶辨识方法 ,

现在假设 Sc是一个多输入单输出系统 ,对应的提升多率模型

是一个多输入多输出系统.具体做法如下 :

令

y ( k) = :
y ( k)

Y( k)
, Y( k) =

Y1 ( k)

Y2 ( k)

…

Yp - 1 ( k)

, Yi ( k) = y ( kT + ti)
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v ( k) = :
v ( k)

V ( k)
, V ( k) =

V1 ( k)

V2 ( k)

…

Vp - 1 ( k)

, Vi ( k) = v ( kT + ti)

u ( k) = :

U1 ( k)

U2 ( k)

…

Up ( k)

, Ui ( k) = u ( kT + ti - 1)

由系统能观测假设 ,那么存在一个非奇异变换 x ( k) = M·

�x ( k) , M∈Rn×n是可逆矩阵 ,使提升状态空间模型 (2)化为下

列能观测性规范型 :

�x ( k + 1)
y ( k)

Y( k)

=

Ax 　Bx

Cy 　Dy

CY　DY

�x ( k)
u ( k)

+
0

v ( k)

V ( k)

(4)

其中

Ax = M - 1 ATM =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 …

… ω 0

0 1

- an - an - 1 - an - 2 ⋯ - a1

∈

Rn×n

Bx = M - 1 BT = :

b1

b2

…

bn

∈Rn×( pr) , bi ∈R1×( pr)

Cy = CM = [1 ,0 ,0 , ⋯,0 ]∈R1×n , Dy = [ D ,0 ,0 , ⋯,0 ]∈R1×( pr)

CY =

C1

C2

…

Cp - 1

M = :

F1

F2

…

Fp - 1

∈R( p - 1) ×n ,

DY =

D1 D 0 ⋯ 0

D1 D2 ω …

… ω D 0

D1 D2 ⋯ Dp - 1 D

∈R( p - 1) ×( pr) (5)

变换矩阵为

M =

C

CAT

…

CAn - 1
T

- 1

∈Rn×n

于是式 (4)可分解为 :

�x ( k + 1) = Ax�x ( k) + Bx u ( k)

y ( k) = Cy�x ( k) + Dy u ( k) + v ( k) = Cy�x ( k) + Du ( k) + v ( k)

(6)

Y( k) = CY�x ( k) + DYu ( k) + V ( k) (7)

因此 ,首先基于非均匀多率采样输入输出数据 ,即提升的输入

输出数据{ u ( k) , y ( k) }和{ u ( k) , y ( k) } ,辨识子系统 (6)的参

数矩阵[ Ax , Bx , D ]和状态向量 �x ( k) ,然后利用获得的状态估

计 �x^ ( t)和提升输入输出数据 ,辨识子系统 (7)的参数矩阵

{ CY , DY} .

　　第一步　参数矩阵[ Ax , Bx , D ]和状态向量 �x ( k)的辨识

令

�x ( k) =

�x1 ( k)

�x2 ( k)

…

�xn ( k)

∈Rn

定义参数向量θ和信息向量φ( k)分别为

θ=
a

b
∈Rn + ( pr + 1) n , a : = [ - an , - an - 1 , ⋯, - a1 ]T∈Rn ,

b : = [ D , b1 , b2 , ⋯, bn ]T∈Rpr( n + 1)

φ( k) = [ �xT ( k) , uT ( k + n) , uT ( k + n - 1) , uT ( k + n - 2) , ⋯,

uT ( k) ]T∈Rn + ( pr + 1) n

由式 (6)可得

�x1 ( k + 1) = �x2 ( k) + b1 u ( k)

�x2 ( k + 1) = �x3 ( k) + b2 u ( k)

　　⋯

�xn - 1 ( k + 1) = �xn ( k) + bn - 1 u ( k)

�xn ( k + 1) = a�x ( k) + bn u ( k)

(8)

y ( k) = �x1 ( k) + Du ( k) + v ( k) (9)

设 z代表单位前移算子 , zu ( k) = u ( k + 1) ,方程 (8)的第 j式

乘以 zn - j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,把它们相加得到

�x1 ( k + n) = aT �x ( k) + b1 u ( k + n - 1) + b2 u ( k + n - 2) + ⋯

+ bnu ( k) (10)

式 (9)乘以 zn可得

y ( k + n) =φT ( k)θ+ v ( k + n)

上式中 ,φ( k)包含未知状态向量 �x ( k)和未知参数向量θ,我

们必须采用递阶辨识方法来估计参数向量θ和状态向量

�x ( k) ,算法如下 :

θ̂( k + 1) =θ̂( k) +
P ( k - 1)φ̂( k)

1 +φ̂T ( k) P ( k - 1)φ̂( k)

·[ y ( k + n) - φ̂T ( k)θ̂( k) ] (11)

P ( k) = P ( k - 1) -
P ( k - 1)φ̂( k)φ̂t ( k) P ( k - 1)

1 +φ̂T ( k) P ( k - 1)φ̂( k)
(12)

�x^ ( k + 1) = Âx ( k) �x^ ( k) + B̂ x ( k) u ( k) +ρ( k) CT
y

·[ y ( k) - Cy�x
^ ( k) - Du ( k) ] (13)

φ̂( k) = [ �x^ T ( k) , uT ( k + n) , uT ( k + n - 1) ,

uT ( k + n - 2) , ⋯, uT ( k) ]T (14)

θ̂( k) =
â ( k)

b̂ ( k)
,

â ( k) = [ - ân ( k) , - ân - 1 ( k) , ⋯, - â1 ( k) ]T ,

b̂ ( k) = [ D̂ ( k) , b̂1 ( k) , b̂2 ( k) , ⋯, b̂n ( k) ]T

Âx ( k) =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 …

… ω 0

0 1

- ân ( k) - ân - 1 ( k) - ân - 2 ( k) ⋯ - â1 ( k)

,
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B̂ x ( k) =

b̂1 ( k)

b̂2 ( k)

…

b̂n ( k)

(15)

式中 ,θ̂( k)是参数θ在时刻 k的估计 , �x^ ( k)是状态 �x ( k)的估
计 , [ Âx ( k) , B̂ x ( k) ]是[ Ax , Bx ]的估计 ,它是由估计出的参数
[ âi ( k) , b̂i ( k) ]构成的 ,收敛因子满足ρ( k) Ε 0 ,Σρ( k) = ∞,

Σρ2 ( k) < ∞.

算法的初值可以取为 P (0) = p0 I , p0 是一个大正数 ,如

p0 = 106 ,θ̂(0) =θ̂0 是一个小实向量 ,如θ̂(0) = 10 - 61 n
0

( n0 =

dimθ,1 n
0
是元素均为 1的 n0维向量) , �x^ (0)与θ̂(0)类似.

　　第 2步　[ CY , DY ]的辨识
系统 (7)中参数矩阵[ CY , DY ]是很容易辨识的 ,因为利用

我们已经估计出的状态和提升系统输入和输出数据 ,就可以

估计出参数矩阵[ CY , DY ]的各元.

考虑到因果约束 ,即矩阵 DY 次上对角线以上元为零这
一特殊结构 ,因此 DY的辨识可以分为 3种情形 : (1)辨识 DY ,

包括其零元 ; (2)辨识 DY每行的所有非零元 ; (3)辨识 DY 的
第 i行的非零元 Di , i = 1 ,2 , ⋯, p - 1 ,在第 1步中已获得了 D

的估计.

　　情形 1　辨识 DY ,包括其零元

令

θT
c = [ CY , DY ]∈R( p - 1) ×( n + pr) ,φc ( k) =

�x ( k)

u ( k)
∈Rn + pr

所以子系统 (7)等价为

Y( k) =θT
cφc ( k) + V ( k)

从这个表达式 ,参数矩阵θc 可以通过最小二乘法估计.估计

算法如下 :

θ̂c ( k) = ∑
k

j =1

φ̂c ( j)φ̂T
c ( j)

- 1

∑
k

j =1

φ̂c ( j) YT ( j) (16)

φ̂c ( k) =
�x^ ( k)

u ( k)
∈Rn + pr (17)

　　情形 2　辨识 DY每行的所有非零元

把子系统 (7)分解为 ( p - 1)子系统 :

Yi ( k) =φT
di ( k)θdi + Vi ( k) , i = 1 ,2 , ⋯, p - 1

式中
θdi = [ Fi , D1 , D2 , ⋯, Di , D ]T∈Rn + ( i + 1) r

φdi ( k) =

�x ( k)

U1 ( k)

U2 ( k)

…

Ui + 1 ( k)

∈Rn + ( i + 1) r

那么θdi的估计可以从下列关系式计算

θ̂di ( k) = ∑
k

j =1

φ̂di ( j)φ̂T
di ( j)

- 1

∑
k

j =1

φ̂di ( j) Yi ( j) (18)

φ̂di ( k) =

�x ( k)

U1 ( k)

U2 ( k)

…
Ui + 1 ( k)

∈Rn + ( i + 1) r , i = 1 ,2 , ⋯, p - 1 (19)

情形 3　辨识 DY的第 i行的非零元 Di ( i = 1 ,2 , ⋯, p - 1)

把子系统 (7)分解为 ( p - 1)子系统 :

Yi ( k) - ∑
i - 1

l =1

DlUl ( k) - DUi + 1 ( k) = Fi�x ( k) + DiUi ( k) + Vi ( k)

或

Yi ( k) - ∑
i - 1

l =1

DlUl ( k) - DUi + 1 ( k) =φT
ei ( k)θei + Vi ( k) ,

i = 1 ,2 , ⋯, p - 1

式中

θei = [ Fi , Di ]T∈Rn + r ,φei ( k) =
�x ( k)

Ui ( k)
∈Rn + r

那么θei的估计可以从下列关系式计算

θ̂ei ( k) = ∑
k

j =1

φ̂ei ( j)φ̂T
ei ( j)

- 1

∑
k

j =1

·φ̂ei ( j) Yi ( k) - ∑
i - 1

l =1

D̂ l ( k) Ul ( k) - D̂ ( k) u ( k)

(20)

φ̂ei ( k) =
�x^ ( k)

Ui ( k)
∈Rn + r , i = 1 ,2 , ⋯, p - 1 (21)

式 (11)～ (21)构成了非均匀采样系统状态空间模型 (2)的递

阶辨识算法.这个算法也可称为辅助模型辨识算法或 Boot2
strap算法[21 ] ,因为它是借助于状态空间模型作为辅助模型来

估计状态 ,从而估计系统参数的一种辨识方法.

5　仿真试验

　　例　考虑下列仿真对象

Sc ( s) =
1

120s2 + 10 s + 1

取 p = 3 ,τ1 = 1 s ,τ2 = 2 s ,τ3 = 3 s ,则 t1 = 1 s , t2 = 3 s , t3 = T =τ1

+τ2 +τ3 = 6 s.对应的提升状态空间模型为

x ( ( k + 1) T) =
0150105 - 0103742

4149002 0187522
x ( KT)

　+
0154102 1132763 2162137

4122621 6162568 4112190

u ( kT)

u ( kT + 1)

u ( kT + 3)

y ( kT) = [0 ,0100833 ] x ( kT) + v ( kT)

输入采用零均值单位方差随机信号序列 , { v ( kT) }采用零均

值方差σ2
v = 01102的白噪声序列.取ρ( k) = 1/ ( k + n0) ,采用

本文提出的递阶辨识方法辨识对应能观测性规范型状态空间

模型

x ( ( k + 1) T) =
0 1

- a2 - a1
x ( kT)

　　+
b11 b12 b13

b21 b22 b23

u ( kT)

u ( kT + 1)

u ( kT + 3)

y ( kT) = [1 ,0 ] x ( kT) + v ( kT)

的参数 ,真参数与不同迭代步数下的参数估计如表 1所示 ,其

中δ= ‖θ̂- θ‖/ ‖θ‖( ‖x ‖2 = xT x)为参数估计误差 ,θ

为真参数构成的向量 ,θ̂为θ的估计 .不同迭代步数下的参
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表 1　真参数与参数估计(σ2
v = 01102)

k - a2 - a1 b11 b12 b13 b21 b22 b23 δ( %)

100 0117819 0158898 0103191 0106912 0101392 0101766 0111957 0107335 73151195

200 - 0112884 0193657 0103227 0105493 0101505 0103478 0109880 0109492 42193566

300 - 0141296 1126503 0103713 0106371 0101361 0104360 0109964 0110190 14191779

500 - 0163045 1140505 0103753 0105493 0101545 0105100 0109746 0110588 3113680

1000 - 0165989 1142694 0103243 0105511 0102575 0105101 0110208 0111380 4199061

2000 - 0162623 1139365 0103298 0105783 0102975 0105123 0109978 0112114 1183767

3000 - 0162482 1139511 0103481 0105699 0103035 0105069 0110049 0112301 1179759

真值 - 0160653 1137627 0103522 0105521 0103435 0105107 0109800 0112815

数估计误差曲线如图 5 所示.估计的提升多

率系统的状态空间模型为

x ( ( k + 1) T) =
0 1

- 0162482 1139511

　x ( KT) +
0103522 0105521 0103435

0105107 0109800 0112815

　　　　·

u ( kT)

u ( kT + 1)

u ( kT + 3)

y ( kT) = [1 ,0 ] x ( kT)

(22)

对象 Sc ( s)与估计模型 (22)的阶跃响应曲线

如图 6所示.

　图 5　参数估计误差δ随 k变化曲线

(σ2
v = 01102)

从表 1和图 5可

以看出 ,随迭代步数

的增加 ,参数估计误

差总的趋势不断减

小 ,这说明提出的方

法是有效的. 从图 6

可知 ,估计模型的阶

跃响应很接近对象

　图 6　阶跃响应曲线比较(σ2
v = 01102)

Sc 的阶跃响应 ,说明

估计模型可以捕获对

象动态.

6　结语

　　针对非均匀采样

数据多率系统 ,本文

考虑了状态可测和不

可测两种情况 ,基于非均匀采样多率输入输出数据 ,提出了估

计提升多率系统参数和状态的递阶辨识方法.虽然文中的算

法是针对输出误差非均匀采样多率系统给出的 ,但所使用的

方法 ,可以推广用于辨识卡尔曼新息描述的非均匀采样多率

系统 ,以及输出和状态中含彩色噪声干扰的多率系统的辨识

问题.提出的多率系统递阶辨识算法阶性能分析仍需进行深

入的研究
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